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Le but de cet article est de de crire le comportement galoisien des unite s circulaires
dans la Zp -extension K=n Kn d’un corps abe lien re el K=K0 . Pour ce faire on
introduit un sous-module de K _n qui est tre s proche de l’intersection des images des
normes relatives (dans K), applique es a ces unite s.
Sous des hypothe ses assez faibles, on de crit la structure locale (e ventuellement
globale) de ce module, qui se re ve le e^tre la plus simple possible (compte-tenu de
son caracte re). On en de duit, par exemple, la cohomologie des unite s circulaires.
On construit e galement des exemples explicites de corps pour lesquels ni la co-
homologie des unite s circulaires, ni la structure de notre sous-module, ne sont aussi
simples.  1998 Academic Press
INTRODUCTION
L’objet de cet article est l’e tude de la structure galoisienne relative des
unite s circulaires dans les Zp-extensions de corps abe liens sur Q. Plus
pre cise ment, on de finit un module Dn( ), et on de crit sa structure locale ou
globale comme une somme directe d’un module libre et du quotient d’un
module libre par ses invariants (voir 3.4). Pour mieux appre hender les
notions d’unite s cyclotomiques, on peut regarder l’exemple suivant, le plus
simple connu. Soit p un nombre premier fixe , on note q= p si p{2 et q=4
sinon, on notera ‘n la racine de l’unite :
‘n=exp \2i?n +
Soit Mn=Q(‘qp n+‘&1qpn) et 1n=Gal(MnQ) et soit #n # Z une racine
primitive modulo qpn. Soit !n l’unite re elle suivante:
!n=(1&‘
#n
qpn)(1&‘
&#n
qpn )
(1&‘qpn)(1&‘&1qpn )
=- ‘ (1&#n)qpn
(1&‘#nqpn)
(1&‘qpn)
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Il est bien connu que le module galoisien engendre par !n est isomorphe a
l’ide al d’augmentation, et que l’indice de [\1]_!Z[1n]n est e gal au nombre
de classes de Mn (voir [16]). Ce module s’appelle le module des unite s
cyclotomiques de Mn .
On trouve dans la litte rature de nombreuses propositions pour un module
qui ge ne raliserait [\1]_!Z[1n]n a un corps abe lien K. Actuellement le
consensus semble e^tre fait sur le module des unite s circulaires CS(K) de fini
dans [13]. Sinnott donne des ge ne rateurs explicites et calcule l’indice de
ces unite s, mais n’e tudie pas leur structure galoisienne. Lorsque K n’est plus
un sous-corps de Mn et que son degre sur Q n’est pas premier, on ne peut
espe rer que ce module galoisien soit isomorphe a l’ide al d’augmentation.
En ge ne ral, il n’est pas non plus monoge ne. On ne savait pratiquement rien
sur sa structure galoisienne lorsque le conducteur de K est divisible par
plus de deux nombres premiers.
Soit K un corps de nombres abe lien re el, soit K= Kn la Zp -extension
cyclotomique de K=K0 . On suppose que p ne se ramifie pas dans K. Pour
mn0, on note Gmn le groupe Gal(KmKn) et N
m
n la norme de Km a Kn .
La question pre cise e tudie e ici a e te motive e par l’article [8], ou Greither
e tudie d’un point de vue ge ne ral les ‘‘normes universelles dans une Zp -
extension’’ d’un foncteur en Zp-modules partant de la cate gorie des corps
de nombres. Sous des hypothe ses assez peu contraignantes, il montre que
le module de ces normes universelles est libre par rapport a l’action des
groupes de Galois relatifs de cette Zp-extension. Ces re sultats laissent espe rer
une Gn0-structure locale assez simple pour les modules mn N
m
n (CS(Km)).
Notamment, sous la conjecture de Greenberg les re sultats de [8] montrent
que le module ker N n0 & (mn0 N
m
n (CS(Km)Zp)) est libre sur l’anneau
Zp[Gn0]N
n
0 .
L’approche utilise e ici se diffe rencie de celle de [8] par son co^te effectif
et e le mentaire. Cela permet d’obtenir des re sultats globaux mais impose
une certaine perte en ge ne ralite . Dans le premier chapitre on de finit un
sous-module global Dn(K) des p-unite s de Kn ne contenant que des normes
universelles et dont l’intersection avec les unite s de Kn contient ‘‘l’essentiel’’
des normes universelles de CS(Kn) (voir Proposition 1.6). Le re sultat
principal de cet article (The ore me 3.4) est la description effective de la
Gn0 -structure locale (e ventuellement globale) de Dn(K). Ce re sultat est
de montre sous des hypothe ses fre quemment ve rifie es par K ou p. Par
exemple l’hypothe se locale est satisfaite lorsque p est impair et K est le
sous-corps re el maximal d’un corps cyclotomique. Dans le Chapitre II, on
construit une pre sentation galoisienne de Dn(K) (The ore me 2.6). Cette
pre sentation s’obtient a l’aide de relations de normes a la Bass, et constitue
l’ingre dient principal de la preuve de 3.4. La litte rature contient de nom-
breuses pre sentations similaires pour les unite s cyclotomiques. Par exemple
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dans l’article [1] (avec une le ge re erreur corrige e dans [4]), Bass donne
une pre sentation multiplicative des unite s cyclotomiques. Puis Solomon a
construit dans [15] une pre sentation galoisienne s’appliquant a de nombreux
sous-modules d’indices finis de CS(K) (dont CS(K) lui-me^me pour KQ
cyclique). Mais celles-ci ne s’appliquent pas a Dn(K) et ne semblent pas se
simplifier aussi fre quemment que celle du The ore me 2.6. Les preuves de 3.4
et 2.6 sont comple tement explicites et peuvent par exemple conduire a un
algorithme de recherche d’une Z[Gn0]-base de Dn(K) lorsque ce dernier est
libre. En application, lorsque la deuxie me conclusion de 3.4 a lieu, on calcule
la Gmn -cohomologie de CS(Km) (pour m>n0) et on ve rifie l’e galite :
CS(Km) & Kn=CS(Kn) (la ‘‘descente galoisienne’’ pour CS(Kn) entre deux
e tages de la Zp-tour). Cela comple te les re sultats de [6] et [9] qui concer-
naient les corps K=Q(‘pd) avec p{2, p |3 d et pd2 [4]. Dans le dernier
chapitre on donne des conditions suffisantes aux hypothe ses de 3.4 et on
donne deux exemples de corps K pour lesquels on construit une unite de
CS(K1) & K qui n’appartient pas a CS(K), avec p=2 ou 3. Pour construire
ces exemples on reprend des ide es de [7] ou la descente galoisienne pour
les unite s circulaires avait e te de mentie en ge ne ral. Mais dans les corps
e tudie s dans [7], la ramification e ventuelle e tait mode re e, tandis que dans
les exemples pre sente s ici l’absence de descente a lieu entre deux e tages
d’une Zp-extension cyclotomique. En constatant l’existence d’un tel de faut,
il est naturel de se demander s’il reste borne dans la Zp-extension. Une
re ponse affirmative suit des re sultats de [11] qui bornent l’indice des unite s
circulaires dans celles de Washington, et ces dernie res ve rifient la descente
galoisienne (voir [6]).
I. DE FINITIONS, PREMIE RES PROPRIE TE S
Dans ce chapitre on de finit le module Dn(K), et on e tablit certaines des
proprie te s utiles de ce module. Plus pre cise ment, on calcule son caracte re
(Proposition 1.4) et on le compare avec le module des unite s circulaires de
Sinnott (Proposition 1.6 et Lemme 1.3).
I.1. Conventions et Notations
A chaque n # N, n{0, on associe le corps Bn qui est le sous corps de
Q(‘qpn), fixe par le sous-groupe d’ordre p&1 de Gal(Q(‘qpn)Q) si p{2
(resp. par la conjugaison complexe sinon).
Si K est un corps abe lien, on notera Kn le compose de K avec Bn , GK
le groupe Gal(KQ), cond(K) le conducteur de K qui est un entier positif
non congru a 2 modulo 4, E(K) le groupe des unite s de K, CS(K) le groupe
des unite s circulaires de fini dans [13], et, si l est un nombre premier qui
ne se ramifie pas dans K, (Kl) de signera le Frobenius de l.
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Si G est un groupe et si M est un Z[G]-module on notera /GM son carac-
te re (i.e. la trace de la repre sentation line aire de G donne e par MQ), et
MG le sous-module des G-invariants de M.
Definition 1.1. A un couple (K, n) ou K est un corps abe lien re el de
conducteur non divisible par p et n est un entier naturel, on associe le sous-
module de K _n , note Dn(K) et engendre comme Z[GKn]-module par les
entiers alge briques:
N Q(‘qpn m)
Q(‘qpn m) & Kn
(1&‘qpnm), m # N, m | cond(K), si n{0
et par p et N Q(‘m)
Q(‘m) & K
(1&‘m), m # N, m | cond(K), si n=0
Remarque 1.2. Ces entiers sont des p-unite s si n{0, e gaux a p ou a une
cond(K)-unite s si n=0.
I.2. Proprie te s E le mentaires
Dans toute la suite K est un corps abe lien re el, et p un nombre premier
rationnel fixe qui ne se ramifie pas dans K.
Lemme 1.3. Soit n un entier positif ou nul, on a:
(1) Tout e le ment de Dn(K) est totalement positif.
(2) CS(K)=[\1]_(D0(K) & E(K))
(3) Si n{0 alors CS(Kn)=CS(K)(Dn(K) & E(Kn)).
(4) Si n{0 alors N KnK (Dn(K))= p
Z_(D0(K))1&(Kp)
(5) Dn(K) & E(Kn)=ker N KnQ & Dn(K)
De monstration. (1) Comme Kn est totalement re el et que chaque
ge ne rateur de Dn(K) est une norme depuis un corps totalement imaginaire
vers un sous-corps de Kn , (1) est vrai pour un syste me ge ne rateur de Dn(K)
donc pour chaque e le ment de Dn(K).
Dans (2) et (3) l’inclusion du groupe de droite dans le groupe de
gauche provient directement des de finitions. On ve rifie les deux inclusions
re ciproques.
(2) Un e le ment = de CS(K) est une unite qui peut s’e crire:
==\‘
m
‘
m |3 a
N Q(‘m)
Q(‘m) & K
(1&‘am)
x(m, a) (i)
ou m, a, x(m, a) sont des entiers, et ou les x(m, a) sont presque tous nuls.
Ici on a besoin d’utiliser les formules bien connues (voir par exemple [14]):
N Q(‘m)
Q(‘r)
(1&‘m)=(1&‘r)>l (1&(Q(‘r)l )
&1) (V)
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si r | m, r{1 et en faisant parcourir a l les premiers divisant m et ne divisant
pas r et
N ‘l m
Q
(1&‘lm)=l si l est premier, m1 (VV)
Ces identite s et la transitivite de la norme donnent l’existence d’e le ments ym
de Z[GK] et d’entiers sm divisant m qui ve rifient:
N Q(‘m)
Q(‘m) & K
(1&‘m)={N
Q(‘d )
Q(‘d ) & K
(1&‘d) ym
sm
si pgcd(m, cond(K))=d et d{1
si pgcd(m, cond(K))=1
On constate donc que (i) se re e crit:
==\ ‘
m | cond(K)
N Q(‘m)Q(‘m) & K(1&‘m)
xm s
ou s est un nombre rationnel de valuation nulle en tout premier divisant
cond(K), et ou les xm sont des e le ments de Z[GK]. De plus si L est un
ide al premier de K ne divisant pas cond(K), et si vL de signe sa valuation
sur K, on a (voir Remarque 1.2):
0=vL (=)&vL \ ‘m | cond(K) N
Q(‘m)
Q(‘m) & K
(1&‘m)xm+=vL (s)
ce qui donne s # [\1] puis:
\== ‘
m | cond(K)
N Q(‘m)
Q(‘m) & K
(1&‘m)xm # D0(K) & E(K)
On peut aussi remarquer que le ge ne rateur p n’intervient pas ici.
(3) En tenant compte de la Remarque 2.2, les arguments pre ce dents
s’appliquent mutatis mutandis a l’inclusion re ciproque de (3).
(4) se voit rapidement sur un syste me de ge ne rateurs des deux
Z[GK]-modules en utilisant (V) et (VV).
(5) L’inclusion du groupe de gauche dans celui de droite se de duit
directement de (1) et l’inclusion re ciproque vient de l’identite :
v(=*GKn)=v(N Kn
Q
(=))
qui est vraie pour tout = de Dn(K) et toute valuation non archime dienne
v de Kn . En effet si m est un entier naturel divisible par au moins deux
premiers distincts, 1&‘m est une unite . Si par contre m=ln avec l premier,
n1 si l{2 et n>1 sinon; 1&‘m est alors un ge ne rateur de l’unique ide al
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premier de Q(‘m) divisant l (ce dernier e tant totalement ramifie dans Q(‘m)).
Dans tous les cas, et pour tout g # GKn , N
Q(‘m)
Q(‘m) & K
(1&‘m) g ve rifie notre
identite . K
On peut maintenant calculer le caracte re de la repre sentation line aire de
GKn donne e par Dn(K)Q.
Proposition 1.4. (1) Soient n un entier naturel, n{0, et Kdec=K ((Kp))
le corps de de composition de p dans K on a:
/GKn
Dn(K)
=/GKn
Z[GKn]
&/GKn
Z[GKdec]
+/GKn
Z
(2) Toujours pour n{0 on a:
/GKn
NK
Kn (Dn(K))
=/GKn
Z[GK]
&/GKn
Z[GKdec]
+/GKn
Z
(3) Soit P(K) l’ensemble des diviseurs premiers de cond(K) on a:
/GKD0(K)=/
GK
Z[GK]
+*P(K) /GK
Z
Corollaire 1.5. Soient f =[K : Kdec] et g=[Kdec : Q]. Si n{0 on a:
dimQ (Dn(K)Z Q)=/
GKn
Dn(K)
(1)= gfpn& g+1,
dimQ (N
Kn
K (Dn(K))Z Q)=/
GKn
NK
Kn (Dn(K))
(1)= gf &g+1
En outre on a:
dimQ (D0(K)Z Q)= gf +*P(K)
De monstration de 1.4(1). Le the ore me de Dirichlet donne pour tout
sous-corps F de Kn :
/GKnE(F )=/
GKn
Z[GF]
&/GKn
Z
(ii)
Donc 1.4(1) est une conse quence de l’exactitude des suites suivantes:
1  (ker N KnK & E(Kn))Q  Dn(K)Q
ww
N
K
Kn
( pZ_(ker N KKdec & E(K)))Q  1
1  (ker N KnK & E(Kn))Q  E(Kn)Q ww
N
K
Kn
E(K)Q  1
1  (ker N KKdec & E(K))Q  E(K)Q ww
NK
K dec E(Kdec)Q  1
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L’exactitude des deux dernie res suites est imme diate. Pour la premie re on
utilise l’identite bien connue (voir [13]):
Pour tout corps abe lien F: CS(F )Q=E(F )Q (VVV)
On en de duit:
(ker N KnK & E(Kn))Q
=(ker N KnK & CS(Kn))Q d’apre s (VVV)
=(ker N KnK & (CS(K)(Dn(K) & E(Kn))))Q d’apre s 1.3(3)
=(ker N KnK & E(Kn) & Dn(K))Q
car \x # CS(K) on a N
Kn
K (x)=x
pn
=(ker N KnK & Dn(K))Q d’apre s 1.3(5)
Ce qui donne l’exactitude a gauche de Dn(K). D’autre part on a:
N KnK (Dn(K))Q
=( pZ_(D0(K))1&(Kp))Q d’apre s 1.2(4)
=( pZ_(ker N KK dec & D0(K)))Q
car H1 \\Kp +, K0(K)+ est fini
=( pZ_(ker N KKdec & CS(K)))Q d’apre s 1.3(2) et (5)
=( pZ_(ker N KKdec & E(K)))Q d’apre s (VVV)
Ce qui donne l’exactitude a droite de Dn(K) et conclut cette preuve. K
De monstration de 1.4(2). C’est une conse quence e vidente de (1). K
De monstration de 1.4(3). 1.3(5), (VV) et (VVV) donnent la suite:
1  E(K)Q  D0(K)Q ww
N K
Q \pZ_ ‘l # P(K) l
Z+Q  1
ce qui avec (ii) de montre 1.4(3). K
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Proposition 1.6. Les identite s (V) et (VV) donnent, pour chaque couple
d ’entiers strictement positifs m et n les inclusions:
N Km+nKn (Dm+n(K) & E(Km+n))/Dn(K) & E(Kn)
On de signe la limite projective relativement aux applications normiques des
modules:
(Dn(K) & E(Kn))Zp (resp. CS(Kn)Zp) par
 ((Dn(K) & E(Kn))Zp) (resp.  (CS(Kn)Zp)) On a:
 ((Dn(K) & E(Kn))Zp)= (Cs(Kn)Zp)
De monstration. Le Lemme 1.3(3) et l’exactitude a gauche de  donnent
l’inclusion /. Pour ve rifier l’inclusion re ciproque on utilise quelques notations
supple mentaires. On note E1(Kn) les e le ments de E(Kn) congrus a 1 modulo
tout premier divisant p. Pour tout premier L de Kn on note U 1L les unite s
principales du localise de Kn en L. Soit ^i , 1ig les premiers de K qui
divisent p et pour tout n soit Pi, n le premier de Kn qui divise ^ i . On utilise
ici la conjecture de Le opoldt (de montre e dans [3] pour les corps abe liens)
et on identifie E(Kn)Zp=E1(Kn)Zp avec un sous-Zp[Gal(Kn Kdec)]-
module du produit >i U 1Pi, n . Soit maintenant (=n)n une suite cohe rente en
norme avec =n # CS(Kn)Zp , alors le Lemme 1.3(3) donne l’existence pour
tout n # N d’un xn # CS(K)Zp et d’un x$n # (Dn(K) & E(Kn))Zp
ve rifiant: =n=xn x$n . Ici la the orie du corps de classe locale donne pour tout
n: N KnKdec(=n)=11. Il suit:
11=N KnKdec(=n)=N
Kn
Kdec
(xnx$n)=N KKdec(x
pn
n ) d’apre s 1.3(4)
Ainsi pour chaque n # N, comme U 1Pi, n ne contient pas de racines q ie me de
l’unite , on a N KKdec(xn) # [\11]. En outre CS(K)
1&(Kp) est d’indice fini
dans ker N KKdec & CS(K), donc le Lemme 1.3(2) assure l’existence d’un entier
m, inde pendant de n, tel que:
x pmn # D0(K)
1&(Kp)Zp
Pour un n dore navant fixe on a ici:
=n=N
Km+n
Kn
(xm+n x$m+n)=x p
m
m+n N
Km+n
Kn
(x$m+n) # (Dn(K) & E(Kn))Zp
En effet l’inclusion D0(K)1&(Kp)/Dn(K) a de ja e te prouve e en 1.3(4)
tandis que D0(K)1&(Kp)/E(K) est une conse quence de 1.3(5). K
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II. UNE PRE SENTATION GALOISIENNE DE Dn(K)
II.1 Notations, E nonce du Re sultat Principal
A partir d’ici, on de signe par P=P(K) l’ensemble des nombres premiers
divisant cond(K). Pour l # P on notera lel l’exacte puissance de l qui divise
cond(K).
Pour deux entiers naturels, mn, on de signe par Gmn le groupe Gal(BmBn).
C’est un groupe cyclique d’ordre pm&n. On notera N mn # Z[G
m
n ] l’e le ment:
Nmn =g # G nmg.
Si G est un groupe abe lien, on notera G l’ensemble de ses caracte res
C-irre ductibles, que l’on identifie avec le groupe des homomorphismes de
G dans C_. Si n # N et si L est un sous-corps de Kn on identifiera G L
avec le sous-groupe de G Kn constitue des / # G Kn dont le noyau contient
Gal(KnL). Si / # G , on notera e/=(1*G) g # G /(g&1) g, l’idempotent
de C[G] associe a /. Dans toute la suite on notera additivement la
multiplication dans C_.
De finition 2.1 (et notation). A un couple (J, n) ou J/P et n # N, on
associe les objets:
dJ= ‘
l # J
lel; !n(J)=‘qpndJ si n{0; !0(J)=‘dJ (1)
Kn(J) =
def. Kn & Q(!n(J))=(K & Q(!0(J)))n
(2){ K(J) =def. K0(J)G(J) =def. GK(J)Kdec(J) =def. Kdec & K(J)=(K(J))dec
{=0(<)=n(J)
=p
=N Q(!n(J))Kn(J) (1&!n(J)) si n{0 ou J{<
(3)
Remarque 2.2. Il est bien connu que pour I et J contenus dans P et
tout n # N on a:
Q(!n(J)) & Q(!n(I ))=Q(!n(I & J))
Il suit directement:
Kn(J) & Kn(I )=Kn(I & J) et Kdec(J) & Kdec(I )=Kdec(I & J)
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Remarque 2.3. On voit imme diatement que =n(J) # Dn(K(J))+Q_. On
montrera plus tard que [=n(J); I/J] est un syste me Z[GKn]-ge ne rateur de
Dn(K(J)) si n{0 ou de
D0(K(J)) 
l |3 cond(K(J))
l # J
Zl sinon.
On utilisera dans la suite de cet article une relation d’ordre (non stricte)
sur les sous-ensembles de P, note e O et ve rifiant les proprie te s suivantes:
(i) O est totale (i.e.: \I/P \J/P on a IOJ ou JOI ).
(ii) O prolonge l’inclusion (i.e.: I/J O IOJ).
Remarque 2.4. L’existence de telles relations d’ordre est facile a ve rifier.
Par exemple l’ordre induit par l’ordre archime dien sur les dI ou encore
l’ordre lexicographique sur les sous-ensembles de P conviennent.
Jusqu’a la fin de ce chapitre, tous les homomorphismes utilise s seront des
homomorphismes de Z[GKn]-modules et on identifie ce dernier anneau
avec Z[GK]Z Z[Gn0]. Si M est un module et F une partie non vide de
M, on notera (F) M ou (F), s’il n’y a pas d’ambigu@ te possible, le sous-
module de M engendre par les e le ments de F. On de finit maintenant les
objets ne cessaires a l’e nonce du re sultat principal de ce chapitre.
De finition 2.5. Soient J/P et n # N
(1) Soit l # J, on notera N Jl # Z[G(J)] l’e le ment:
N Jl = :
g # Gal(K(J)K(J&[l]))
g
(2) Soit (wn(I ))I/P un ensemble de symboles en bijection avec les
sous-ensembles de P, on forme la somme:
Ln(J)= 
IOJ
I/P
(Z[G(I )]Z[Gn0]) wn(I )
et pour J$OJ on conside re Ln(J$) comme un sous-Z[GK]Z[Gn0]-
module (facteur direct) de Ln(J)
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(3) Soit l # J on de finit Rn(J, l ) # Ln(J) par:
Rn(J, l )={
0 si n=0 et J=[l]
(N Jl 1) wn(J )&wn(J&[l])
+\\K(J&[l])l +
&1
\Bnl +
&1
+ wn(J&[l])
sinon
(4) On de finit vn(J) # Z[G(J)]Z[Gn0] par:
v0(J)=0; vn(<)=0; vn(J)=N K(J)Kdec(J) N
n
0 si n{0 et J{<
(5) On de signera par Hn(J) le sous-Z[GK]Z[Gn0]-module de Ln(J)
engendre par:
Hn(J)=([Rn(I, l ): I/P, IOJ, l # I])
(6) On de signera par Vn(J) le sous-Z[GK]Z[Gn0]-module de Ln(J)
engendre par:
Vn(J)=([vn(I ) wn(I ): I/P, IOJ])
Le re sultat principal de ce chapitre est:
The ore me 2.6. Soit J/P, soit n # N et soit :n(J): Ln(J)  Dn(K) de fini
par Z[GK]Z[Gn0]-line arite avec \IOJ: wn(I ) [ =n(I ). Pour tout I/P,
l ’action de GK sur =n(I ) se factorise par G(I ). Donc :n(J) est clairement bien
de fini, et on a:
Dn(K(J))/Im :n(J), (Hn(J)+Vn(J))/ker :n(J), de plus il existe un
entier non nul zJ tel que:
zJ ker :n(J)/(Hn(J)+Vn(J))
La de monstration occupe le reste de ce chapitre. On conclut cette section
avec quelques conventions supple mentaires.
De finition 2.7. Soit J/P
(1) On notera gJ l’entier: gJ=[Kdec(J) : Q]
(2) On notera fJ l’entier: fJ=[K(J) : Kdec(J)]
(3) Si n{0 on notera fn(J) l’entier: fn(J)= gJ fJ pn& gJ
(4) On appellera ide al normique associe a J, et on notera N(J), le
sous-module de Z[G(J)] engendre par tous les N Jl , en faisant parcourir J
a l.
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(5) On de signera par Xn(J) le module quotient:
Xn(J)=
([=n(J)]) Kn_
([=n(I ): I/P, IOJ, I{J]) Kn_ & ([=n(J)]) Kn_
(6) Si I/J/P on de signera par Xn(I, J) le module quotient:
Xn(I, J)=
([=n(I )])Kn_
([=n(L): L/J, LOI, L{I]) Kn_ & ([=n(I )]) Kn_
(7) Si A est un anneau inte gre de corps de fraction Fr(A) et si M est
un A-module on abre gera dimFr(A) MFr(A) en rangA M
A partir d’ici et jusqu’a la fin de la preuve de 2.6 on fixe un n # N.
II.2. Pre paration
Lemme 2.8. Soit J/P
(1) Si n{0 alors [=n(I ): I/J] est un syste me ge ne rateur de Dn(K(J))
(2) [=0(I ): I/J] est un syste me ge ne rateur de:
D0(K(J)) 
l |3 cond(K(J))
l # J
Zl
De monstration. Pour I/J, on voit facilement que =n(I ) # Dn(K(J)), de s
que Kn(I ){Q. On a aussi l # D0(K(J)) de s que l | cond(K(J)). Cela donne
une inclusion. On ve rifie l’inclusion re ciproque de (1). Soit m | cond(K(J)),
il suffit de voir que:
NQ(‘qp nm)
Q(‘qpnm) & Kn(J)
(1&‘qpnm) # ([=n(I ): I/J])
Soit I l’ensemble des diviseurs premiers de m, on a clairement I/J et
Q(‘qpnm)/Q(!n(I )). Ici (V) et (VV) donnent:
N Q(‘qpnm)
Q(‘qpnm) & Kn(J)
(1&‘qpnm)=N
Q(!n(I ))
Q(‘qpnm) & Kn(J)
(1&!n(I ))
=N Kn(I )
Q(‘qpnm) & Kn(J)
(=n(I )) # ([=n(I ): I/J])
Ce qui prouve (1). Un raisonnement semblable donne (2). K
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Lemme 2.9. Soient I et J deux sous-ensembles de P, on a:
(1) (Hn(J)+Vn(J))/ker :n(J).
(2) Si n{0 ou I & J{< alors N KnKn(I )(=n(J)) # ([=n(I & J)]) . Si de
plus I/J, alors on a N Kn(J)Kn(I )(=n(J)) # ([=n(I )]).
(3) Si I & J=< alors N KK(I )(=0(J)) # (J).
De monstration. C’est une conse quence imme diate des formules (V) et
(VV), de la transitivite de la norme, et de la Remarque 2.2. K
Lemme 2.10. Soient I et J deux sous-ensembles de P, avec I/J, on a
rangZ (Xn(I, J))=rangZ (Xn(I ))
De monstration. Comme on a:
(([=n(I$): I$/J, I$OI, I${I]) )/(([=n(I$): I$/P, I$OI, I${I]) )
l’ine galite rangZ (Xn(I, J))rangZ (Xn(I )) est e vidente. Re ciproquement,
on a:
(([=n(I$): I$/P, I$OI, I${I]) & ([=n(I )]) )C
=[Kn : Kn(I )](([=n(I$): I$/P, I$OI, I${I]) & ([=n(I )]) )C
=N KnKn(I )(([=n(I$): I$/P, I$OI, I${I]) & ([=n(I )]) )C
/(([=n(I$): I$/I, I${I]) & ([=n(I )]) )C
d’apre s le Lemme 2.9(2)
/(([=n(I$): I$/J, I$OI, I${I]) & ([=n(I )]) )C
car I/J et O prolonge /. K
II.3. Les Ide aux Normiques
Proposition 2.11. Soit J/P tel que J{<. On a:
(1) rangZ N(J)=I/J, I{J (&1)*J&*I+1 gI fI
(2) Si n{0 alors:
rangZ \ Z[G(J)]Z[G
n
0]
(N(J)Z[Gn0])+([vn(J)])+= :I/J (&1)
*J&*I fn(I )
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De monstration de (1). On a:
rangZ N(J)=*[/ # G (J): _l # J avec e/N Jl {0]
=*[/ # G (J): _l # J avec Gal(K(J)K(J&[l]))/ker /]
=*.
l # J
G (J&[l])
= :
L{<
L/J
(&1)*L+1 *G (J&L)
En utilisant la Remarque 2.2 et le principe d’inclusion-exclusion. En posant
I=J&L on en de duit:
rangZ N(J)= :
I{J
I/J
(&1)*J&*I+1 gI fI comme attendu. K
De monstration de (2). On a naturellement:
rang((N(J)Z[Gn0])+([vn(J)]) )=rang(N(J)Z[Gn0])+rang([vn(J)])
&rang((N(J)Z[Gn0]) & ([vn(J)]) )
Or on a:
rang((N(J)Z[Gn0]) & ([vn(J)]) )
=rang(([N K(J)Kdec(J)N
J
l N n0 : l # J]) )
car (vn(J))2= pn[K(J) : Kdec(J)] vn(J)
=*[/ # G (J): _l # J avec Gal(K(J)Kdec(J&[l]))/ker /]
=*.
l # J
G Kdec(J&[l])
= :
I{J
I/J
(&1)*J&*I+1 gI en utilisant a nouveau le principe
d’inclusion-exclusion et 2.2
Et comme rang([vn(J)])= gJ , cette dernie re identite et (1) montrent (2). K
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II.4. Suites Exactes Re cursives
Proposition 2.12. Soit J/P, si n{0 alors on a:
rang(([=n(I ): I/J, I{J]) )={
0
1+ :
I{J
I/J
(&1)*J&*I+1 fn(I )
si J=<
sinon
(1)
rang(Xn(J))={
pn
:
I/J
(&1)*J&*I fn(I )
si J=<
sinon
(2)
Proposition 2.13. Soit J/P, on a:
rang(([=0(I ): I/J, I{J]) )=*J+ :
I{J
I/J
(&1)*J&*I+1 gI fI si *J2
(1)
rang(X0(J))= :
I/J
(&1)*J&*I gI fI si *J2
(2)
pour *J<2: rang(pZ)=1 et
rang(X0(J))=gJ fJ=1+ :
I/J
(&1)*J&*I gI fI (3)
De monstration de 2.12. Le Lemme 2.8 donne un isomorphisme:
Xn(J, J)$
Dn(K(J))
([=n(I ): I/J, I{J])
et avec le Lemme 2.10 et le Corollaire 1.5 qui se traduit ici par: rang Dn(K(J))
=1+ fn(J), on en de duit l’e quivalence entre (1) et (2). On ve rifie (1) par
re currence sur *J. Si J=< alors (1) est e vident. On suppose (1) (et donc
(2)) vrai pour tout J/P tel que *Js et soit J0 /P de cardinal s+1.
On note l l’e le ment de J0 tel que [l] soit le plus petit e le ment des sous-
ensembles de J0 relativement a O . D’apre s la de finition de Xn(I, J) on peut
associer a chaque sous-ensemble I non-vide de J0 (ou encore a chaque
ge ne rateur de Dn(K(J0)) hormis =n(<)) la suite exacte Sn(I ) suivante:
1  ([=n(L): L/J0 , LOI, L{I])
 ([=n(L): L/J0 , LOI])  Xn(I, J0)  1
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On peut remarquer que Sn([l]) se lit:
1  ([=n(<)])  ([=n([l]), =n(<)])  Xn([l], J0)  1
Les suites ci-dessus nous donnent les identite s (vraies pour tout I strictement
supe rieur a [l] et strictement contenu dans J0):
rang(([=n(L): L/J0 , LOI]) )
=rang(([=n(L): L/J0 , LOI, L{I]) )+rang(Xn(I, J0))
Donc le Lemme 2.10 nous donne les identite s:
rang(([=n(L): L/J0 , LOI]) )
=rang(([=n(L): L/J0 , LOI, L{I]) )+rang(Xn(I ))
En regroupant toutes ces e galite s on obtient:
rang(([=n(I ): I/J0 , I{J0]) )
=rang((=n([l])) )+ :
I{J0, I{[l]
I/J0, I{<
rang(Xn(I ))
= pn+rang Xn([l])+ :
I{J0, I{[l]
I/J0, I{<
rang(Xn(I ))
= pn+ :
I{J0, I{<
I/J0
rang(Xn(I ))
=1+ fn(<)+ :
I{J0, I{<
I/J0
:
L/I
(&1)*I&*L fn(L) par re currence
=1+ :
I{J0
I/J0
:
L/I
(&1)*I&*L fn(L)
=1+ :
I{J0
I/J0
(&1)*J0&*I+1 fn(I )
La dernie re e galite s’obtient avec le Lemme 2.14 ci-dessous, et prouve (1)
pour J=J0 . K
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Lemme 2.14. Soit s # N et soit RP([1, ..., s]), l ’ensemble des applications de
P([1, ..., s]) dans R. On de finit une application , [ T, de RP([1, ..., s]) dans
lui-me^me par:
T,(J)= :
I{J
I/J
:
L/I
(&1)*I&*L ,(L).
Alors on a:
T,(J)= :
I{J
I/J
(&1)*J&*I+1 ,(I )
De monstration de 2.14. C’est e vident.
De monstration de 2.13. (3) est imme diat. Pour (1) et (2), avec les
modifications mineures explique es ci-dessous la preuve est semblable a celle
de 2.12 en faisant jouer le ro^le de fn(I ) a gI fI . Ici il faut ne anmoins
commencer la re currence a partir de *J02, et remarquer que:
v S0(J0) se lit:
1  ([=0(I ): I/J0 , I{J0])
 D0(K(J0)) 
l |3 cond(K(J0))
l # J0
Zl  X0(J0 , J0)  1
v Le rang du terme du milieu vaut gJ0 fJ0+*J0 .
v La quantite *J0 est compense e par le terme l # J0 1, qui appara@^t
lorsqu’on somme les rangs des X0([l]) pour l # J0 . K
II.5. Preuve du The ore me 2.6
Les deux inclusions sont des conse quences des Lemmes 2.8 et 2.9. Il ne
reste plus qu’a trouver des zJ convenables. On utilise O pour faire une
re currence sur les sous-ensembles de P. Si J=< alors 2.6 suit directement
de Hn(<)=Vn(<)=[0] qui se traduit par:
Ln(<)
Hn(<)+Vn(<)
=Z[Gn0] wn(<)&([=n(<)]) Kn_
32 JEAN-ROBERT BELLIARD
File: DISTIL 220018 . By:CV . Date:18:02:98 . Time:08:23 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3658 Signs: 1712 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Soit I/P, avec I{<. On suppose que 2.6 est vrai pour J=I$, le pre ce dent
imme diat de I. On note M (resp. ;n(I )) le module (resp. l’homomorphisme)
suivant:
M={
Z[G(I )] si n=0 et *I=1
Z[G(I )]Z[Gn0]
N(I )Z[Gn0]+([vn(I )])
sinon
resp.
;n(I ): M  Xn(I )
x [ x=n(I )
;n(I ) est bien de fini d’apre s 2.10 (2) et parce que vn(I ) =n(I )=0 en vertu
de (V) et (VV). De plus ;n(I ) est clairement surjectif. En comparant les
rangs calcule s en 2.11, 2.12 et 2.13, on constate que le noyau de ;n(I ) est
fini. On note M1 (resp. M2) le module ([=n(I"): I"/P, I"OI$]) (resp.
([=n(I"): I"/P, I"OI]) ) et on conside re le diagramme suivant:
;n(I )
Ln(I$)
Hn(I$)+Vn(I$)
ww
Ln(I )
Hn(I )+Vn(I )
? n(I) M 1
: n (I$) : n(I )
1 M1 M2 Xn(I ) ww 1
Les homomorphismes de la deuxie me ligne sont e videmment bien de finis et
la suite est clairement exacte. Les applications verticales sont bien de finies
en factorisant les :n . Soit ?n(I ): Ln(I ) [ Z[G(I )]Z[Gn0], la projection
naturelle (de noyau Ln(I$)) qui envoie Hn(I )+Vn(I ) surjectivement dans
N(I )Z[Gn0]+vn(I ) si n{0 ou *I2 (resp. dans [0] si n=0 et *I=1).
En passant aux quotients on obtient la premie re ligne (exacte), et le diagramme
commute clairement. Le Lemme du serpent donne la suite:
ker :n(I$)
Hn(I$)+Vn(I$)

ker :n(I )
Hn(I )+Vn(I )
 ker ;n(I )  1
dont le premier terme est fini par re currence. Comme ker ;n(I ) est aussi fini
il en est de me^me pour le second, ce qui montre 2.6 pour J=I. K
III. Z[Gn0]-STRUCTURE DE Dn(K)
Dans ce chapitre on conserve les notations et conventions du Chapitre II,
mais les modules sont ici des Z[Gn0]-modules et les homomorphismes des
homomorphismes de Z[Gn0]-modules. (On ‘‘oublie’’ l’action de GK). On
travaille avec les hypothe ses suivantes:
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Hypothe se A.
\J/P:
Z[G(J)]
N(J)
est sans Z-torsion
Hypothe se B.
\J/P:
Z[G(J)]
N(J)
est sans p-torsion
Remarque 3.1. L’Hypothe se A (resp. l’Hypothe se B) entra@^ne triviale-
ment que (Z[G(J)]N(J))Z[Gn0] (resp. (Z[G(J)]N(J))Zp[G
n
0]) est
Z[Gn0]-libre (resp. Zp[G
n
0]-libre) pour tout J.
Remarque 3.2. Avant d’e tudier H.A. ou H.B., on donne l’exemple d’un
couple (K, p) qui ne ve rifie pas la seconde hypothe se. Si on pose K=
Q(- 5 } 17, - 5 } 13) et p=2, alors on a le
Lemme 3.3.
Z[G(P)]
N(P)
$
Z
2Z
De monstration. Chaque ge ne rateur de N(P) est d’augmentation paire
donc 1  N(P). Par contre on a: 2=N P5 +N
P
17+N
P
13&N
P
5 N
P
13 # N(P) et
pour tout g # GK on a aussi 1+ g # N(P). K
Dans la suite de ce chapitre on e tablit la conse quence suivante des
hypothe ses A et B:
The ore me 3.4.
(1) Si (K, p) ve rifie H.B., on a:
\n # N&[0]: Dn(K)Zp $(Zp[Gn0])
r\Zp[G
n
0]
(N n0) +
t
(2) Si de plus K ve rifie H.A. on a:
\n # N&[0]: Dn(K)$(Z[Gn0])r\Z[G
n
0]
(N n0) +
t
avec r= gP fP & gP +1 et t= gP &1
La preuve occupe le reste de ce chapitre. Dans toute la suite Ln , Hn , :n
etc. signifieront Ln(P), Hn(P), :n(P)... . En outre Dn signifiera Dn(K). On
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fixe un n # N non nul. On suppose dans la suite de ce chapitre que (K, p)
ve rifie H.B. On pose R=Z si K ve rifie H.A. et R=Zp sinon. La preuve
repose essentiellement sur la R[Gn0]-liberte de (Ln Hn)R. Pour obtenir
cette liberte on construit une application surjective d’un module libre
dans (LnHn)R en Section 3.1. On ve rifie (en comparant les rangs) que
cette application est injective en Section 3.2, et la conclusion suivra en
Section 3.3.
III.1. Retour sur LnHn
Proposition 3.5. Pour tout J/P il existe une surjection de R[Gn0]-modules:
n(J): 
IOJ
I/P
Z[G(I )]
N(I )
R[Gn0]

Ln(J)
Hn(J)
R \=Ln(J)Hn(J) si K ve rifie H.A.+
De monstration. On utilise a nouveau O pour faire une re currence
sur J.
Pour J=< on de finit n(<) par R[Gn0]-line arite avec 1 [ wn(<).
Soit I/P et soit I$ son pre ce dent imme diat. On suppose l’existence
d’une application n(I$) qui satisfaisant 3.5 pour J=I$. On conside re le
diagramme suivant:
 ;
0 
I"/P, I"OI$
Z[G(I")]
N(I")
R[G n0] 
I"/P, I"OI
Z[G(I")]
N(I")
R[G n0]
Z[G(I )]
N(I)
R[G n0] 0
 n (I$) n(I) ;

0
Ln(I$)
Ln(I$) & Hn(I )
R
Ln(I)
Hn(I)
R
Ln(I )
Hn(I )+Ln(I$)
R ww 0
Les lignes sont e videmment exactes (celle du dessus est me^me scinde e).
 n(I$) est la compose e de n(I$) avec la surjection (Ln(I$)Hn(I$))R 
(Ln(I$)Ln(I$) & Hn(I ))R, donc est surjective. ; provient par passage au
quotient de la surjection ;: Z[G(I )]R[Gn0]  (Ln(I )Ln(I$))R (en
remarquant que ;(N(I )R[Gn0])/(Hn(I )+Ln(I$))R) et ; est donc
surjectif. La R[Gn0]-liberte de (Z[G(I )]N(I ))R[G
n
0] (provenant de H.A.
ou H.B.) garantit l’existence d’un ; relevant ; . En posant n(I )=;
( provenant de  n(I$)) on obtient un diagramme commutatif aux lignes
exactes. Les surjectivite s de  n(I$) et de ; entra@^nent (via le lemme du
serpent) celle de n(I ). Cela montre 3.5 pour J=I. K
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Proposition 3.6. n est un isomorphisme. En particulier:
Ln
Hn
R est R[Gn0]-libre
De monstration. Il reste a voir que n est injective, et pour ce, que son
noyau est de R-torsion. Maintenant 3.6 est une simple conse quence de la
Proposition 3.7 qui fait l’objet de la section suivante. K
III.2. Un Autre Calcul de Rang
Proposition 3.7. On a:
rangR (Hn R)=rangR \ I/P N(I )R[G
n
0]+
=rangR (Ln R)& gP fP pn
Et comme rangR (Ln R)=rangR( Z[G(I )]R[Gn0])=I/P gI fI pn
le rang du noyau de n est nul.
De monstration. On calcule inde pendamment les rangs de Hn R et de
I/P N(I )R[Gn0] dans les lemmes qui suivent. K
Lemme 3.8.
rangR 
I/P
N(I )R[Gn0]=rangR Ln R& gP fP p
n
De monstration. On a:
rangR \ I/P N(I )R[G
n
0]+
= :
I/P
:
J{I
J/I
(&1)*I&*J+1 gJ fJ pn d’apre s 2.11(1)
=& :
I{P
I/P
:
J/I
(&1)*I&*J gJ fJ pn+ :
I{P
I/P
gI fI pn
& :
J{P
J/P
(&1)*P&*J gJ fJ pn
= :
I{P
I/P
gI fI pn d’apre s 2.14
=rangR (Ln R)& gP fP pn comme annonce K
36 JEAN-ROBERT BELLIARD
File: DISTIL 220022 . By:CV . Date:18:02:98 . Time:08:23 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2492 Signs: 1039 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Le rang de Hn est un petit peu plus difficile a calculer. On utilise le:
Lemme 3.9.
rang(Vn)= :
I/P, I{<
gI , rang(N n0Hn)= :
I/P, I{P
gI fI
De monstration. La premie re identite est facile, pour la seconde on
conside re l’homomorphisme surjectif $: Ln  L0 de fini par Z[Gn0]-line arite
avec
\I \g # G(I ): g1 wn(I ) [ g w0(I )
Il est clair que la restriction de $ re alise un isomorphisme entre N n0Ln et
pnL0 . De plus pour tout J/P de cardinal au moins 2 et tout l # J on a
$(N n0Rn(J, l))= p
nR0(J, l ), tandis que pour J=[l] on a $(N n0Rn(J, l ))=
pnN [l]l w0([l]). Ainsi on obtient l’isomorphisme suivant:
N n0 Hn $
$ pnH0+ 
l # P
pnZN [l]l w0([l])
De plus, comme H0 /ker :0 et :0(N [l]l w0([l]))=l, on a ($(N
n
0Hn) & ker :0)
= pnH0 . Donc la suite suivante est exacte:
0  pnH0  $(N n0Hn) ww
:0 
l # P
pnZl  0
Et cette suite donne:
rang(N n0Hn)=rang( p
nH0)+*P
=rang(L0)&rang D0+*P
=rang(L0)& gP fP &*P+*P d’apre s le Corollaire 1.5
= :
I{P
I/P
gI fI comme annonce K
Lemme 3.10.
rang(Hn)=rang(Ln)& gP fP pn
De monstration. En utilisant les re sultats pre ce dents la preuve se re sume
au calcul suivant:
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rang(Hn)=rang(Hn+Vn)&rang(Vn)+rang(Hn & Vn)
=rang(Ln)&rang(Dn)&rang(Vn)+rang(Hn & Vn)
d’apre s le The ore me 2.6
=rang(Ln)&rang(Dn)&rang(N n0Vn)+rang(N
n
0 Hn & N
n
0Vn)
car N n0 agit comme p
n sur Vn
=rang(Ln)&rang(Dn)+rang(N n0Hn)&rang(N
n
0Hn+N
n
0Vn)
En constatant que rang(N n0Ln & ker :n)=rang(N
n
0 ker :n), ce qui provient
de l’inclusion du module pn (N n0Ln & ker :n) dans le module N
n
0 ker :n on
en de duit que:
rang(Hn)=rang(Ln)&rang(Dn)+rang(N n0Hn)&rang(N
n
0 Ln & ker :n)
=rang(Ln)&rang(N n0Ln)+rang(N
n
0 Hn)
&rang(Dn)+rang(N n0:n(Ln))
Pour conclure il suffit ici d’utiliser les identite s suivantes: rang(N n0Ln)=
I/P gI fI (e vident), rang(N n0Hn)=I/P, I{P gI fI (Lemme 3.9), rang(Dn)
= gP fP pn& gP +1 (Corollaire 1.5), et rang(N n0(:n(Ln)))=rang(N
n
0Dn)=
gP fP & gP +1 (Corollaire 1.5). Cela nous donne:
rang(Hn)=rang(Ln)& gP fP & gP fP pn+ gP &1+ gP fP & gP +1
=rang(Ln)& gP fP pn comme annonce . K
Avec la liberte de LnHn , l’essentiel de la preuve du The ore me 3.4 est
acheve . Par exemple lorsque gP =1 (i.e. p est inerte dans K), il est facile de
voir que Vn /Hn , et, dans ce cas notre preuve est termine e. La section qui
suit traite aussi les autres cas.
III.3. Preuve du The ore me 3.4
A partir d’ici }n : (LnHn)R  Dn R de signera l’homomorphisme
qui factorise :n Id.
Lemme 3.11. ker }n /((LnHn)R)G
n
0=N n0(LnHn)R.
Lemme 3.12. Soit M un R[Gn0]-module libre, et soit [x1 , x2 , ..., xs] une
R-base de N n0M. Il existe une R[G
n
0]-base de M, disons [x~ 1 , x~ 2 , ..., x~ s] qui
ve rifie:
\i: N n0x~ i=xi
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On admet momentane ment les deux lemmes et on prouve 3.4. Comme
Dn est sans Z-torsion (Lemme 1.3(1)), avec le Lemme 3.11 on constate que:
N n0(Ln Hn)R
ker }n
/w}n Dn R et qu’on a donc la R-liberte de
N n0(LnHn)R
ker }n
et de ker }n
Il existe donc une R-base de N n0(Ln Hn)R qui contient une R-base de
ker }n . En appliquant le Lemme 3.12 a M=(LnHn)R et a cette base,
on obtient, en passant aux quotients, un isomorphisme entre Dn et un module
de la forme voulue. Il reste a calculer les entiers r et t du The ore me 3.4. Or
on a:
t=rangR (ker }n)=rangR \ VnVn & Hn +
= gP &1 d’apre s la preuve de 3.10
Et en utilisant l’identite : pnr+( pn&1) t= pngP fP & gP +1, on conclut
que r est bien e gal a gP fP & gP +1. K
De monstration de 3.11. La dernie re identite est un corollaire de la
liberte de (LnHn)R. Pour l’inclusion soit x # ker }n , alors d’apre s le
The ore me 2.6 il existe un entier z non nul tel qu’on ait:
z x # \ VnVn & Hn R+/\
Ln
Hn
R+
Gn0
par de finition de Vn
Soit g # Gn0 , alors on a: z(x& gx)=0 et comme (Ln Hn)R est sans
R-torsion, on a bien x= gx.
De monstration de 3.12. Soit [ y1 , y2 , ..., ys] une R[Gn0]-base de M,
alors [N n0 y1 , N
n
0 y2 , ..., N
n
0ys] est une R-base de N
n
0M. Il existe donc une
matrice A=(ai, j ) dans Gls(R) telle que (en notant bi, j les coefficients de
A&1):
\i: :
j=s
j=1
ai, jN n0 yj=xi ; \j: :
i=s
i=1
bi, jxi=N n0 yj
On pose x~ i= j=sj=1 ai, j yj . Alors les x~ i ve rifient clairement N
n
0x~ i=xi . Et
quel que soit j, on a: yj=(i=si=1 bi, jx~ i) # ( Rx~ i). Il suit donc:
M=:
i
R[Gn0] x~ i=
i
R[Gn0] xi K
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III.4. Applications Cohomologiques
Dans cette section on calcule sous l’Hypothe se B les deux groupes de
cohomologie modifie s a la Tate, associe s a l’action de Gmn sur CS(Km) (pour
m>n0). On les notera H 0(Gmn , &) et H
1(Gmn , &). Une conse quence
directe de 3.4 (1) est:
Corollaire 3.13. Si (K, p) ve rifie H.B, alors pour tout mn0:
H 0(Gmn , Dm(K))=[0] et H
1(Gmn , Dm(K))&\ Zpm&nZ+
gP&1
On peut en de duire les deux propositions suivantes:
Proposition 3.14. Si (K, p) ve rifie H.B. alors on a pour tout mn0:
Cs(Km) & Kn=Cs(Kn)
Proposition 3.15. (D0(K))(Kp)&1 est contenu dans CS(K) d ’apre s 1.3 (5).
Soit F le sous-Z-module de torsion de CS(K)(D0(K))(Kp)&1 et pour tout
entier r # Z soit Fpr=ker [F w
pr F]. Si (K, p) ve rifie H.B. alors pour tout
m>n0 on a:
H 0(Gmn , Cs(Km))&
F
prF
\ Zpm&nZ+
gP&1
et
H 1(Gmn , Cs(Km))&Fp m&n \ Zpm&nZ+
gP
De monstration de 3.14. Par la de finition des deux modules, on a l’inclu-
sion du module de droite dans le module de gauche. Re ciproquement, soit
x # CS(Km) & Kn alors d’apre s le Lemme 1.3(3) il existe x0 # CS(K) et
x$ # Dm(K) & E(Km) tels que x=x0x$. Comme x et x0 sont fixe s par Gmn ,
x$ l’est aussi. Le Corollaire 3.13 donne donc x$ # N mn (Dm(K))/Dn(K). On
en de duit x$ # Dn(K) & E(Kn) puis x # Cs(Kn) en utilisant a nouveau 1.3 (3)
ou 1.3 (2). K
De monstration de 3.15. On calcule d’abord la cohomologie de Dm(K) &
E(Km) a l’aide de la suite suivante dont l’exactitude est donne e par le
Lemme 1.3(5) et par les identite s N Km
Q
(=m(I ))=1 si I{< et N
Km
Q
(=m(<))=
p fP gP:
0  Dm(K) & E(Km)  Dm(K) ww
N
Q
Km
Zp fP gP  0
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En utilisant la suite longue de cohomologie qui ici se simplifie en un hexagone
exact (voir [12] pour les groupes de cohomologie modifie s) et le
Corollaire 3.13, on obtient H 0(Gmn , Dm(K) & E(Km))=0 et la suite exacte
courte de Zpm&nZ-modules:
0 
Z
pm&nZ
 H 1(Gmn , Dm(K) & E(Km))  \ Zpm&nZ+
gP&1
 0
qui se scinde en H 1(Gmn , Dm(K) & E(Km))& (Zp
m&nZ) gP puisque le dernier
terme est libre. Cela e tant, le Corollaire 3.13 et le Lemme 1.3(4) donnent
aussi:
CS(K) & Dm(K)/(Dm(K))G 0
m
=N m0 (Dm(K))
=(D0(K))(Kp)&1Zp
On en de duit avec le Lemme 1.3(5):
Cs(K) & Dm(K)/((D0(K))(Kp)&1Zp) & E(K)
/(D0(K))(Kp)&1/CS(K) & Dm(K)
d’ou l’e galite CS(K) & Dm(K)=(D0(K))(Kp)&1 et avec le Lemme 1.3(3)
l’exactitude de la suite:
0  Dm(K) & E(Km)  CS(Km) 
CS(K)
(D0(K))(Kp)&1
 0
Mais comme Gmn agit trivialement sur CS(K) on a aussi:
CS(K)
(D0(K))(Kp)&1
&FZ gP&1,
car (D0(K))(Kp)&1 est d’indice fini dans ker N KKdec & CS(K)
Et l’hexagone exact de cohomologie donne:
0 H 0(Gmn , CS(Km)) ww
F
pm&nF
\ Zpm&nZ+
gP&1
Fpm&n ww H 1(Gmn , CS(Km)) ww
, H 1(Gmn , Dm(K) & E(Km))
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Mais d’apre s 1.3(3), pour tout ge ne rateur # de Gmn , on a CS(Km)
#&1=
(CS(K)(Dm(K) & E(Km)))#&1=(Dm(K) & E(Km))#&1 de telle sorte que ,
est injective et que ce diagramme donne
H 0(Gmn , CS(Km))$
F
pm&nF
\ Zpm&nZ+
gP&1
et la suite:
0  \ Zpm&nZ+
gP
 H 1(Gmn , CS(Km))  Fpm&n  0
Mais comme ZNZ est injectif comme module sur lui-me^me la suite exacte
ci-dessus est scinde e et on a bien H 1(Gmn , CS(Km))&Fpm&n  (Zp
m&nZ) gP.
K
Pour l’e tude de la cohomologie, il n’est plus ne cessaire de supposer que
les corps sont re els. En effet on a le:
Corollaire 3.16. Soit L un corps abe lien imaginaire de sous-corps re el
maximal K. Si p{2 et si (K, p) ve rifie H.B., alors pour tout m>n0 on a:
H 0(Gmn , CS(Lm))=H
0(Gmn , CS(Km))&
F
pm&nF
\ Zpm&nZ+
gP&1
et
H 0(Gmn , CS(Lm))=H
0(Gmn , CS(Km))&Fpm&n \ Zpm&nZ+
gP
De monstration. Les deux e galite s viennent de la suite exacte (en notant
+(Lm) le groupe des racines de l’unite contenues dans Lm).
0  +(Lm)  CS(Lm) ww
NL
K CS(Km)  0
Comme p{2, +(Lm) est cohomologiquement trivial. Cela donne les deux
e galite s. Et les deux isomorphismes sont ceux de la Proposition 3.15. K
IV. QUELQUES EXEMPLES
Dans ce chapitre, on donne des conditions suffisantes pour qu’un couple
(K, p) ve rifie H.B. On en de duit des conditions suffisantes pour que K
ve rifie H.A.: ce qui revient a dire que quelque soit p, le couple (K, p) ve rifie
H.B. Pour la commodite de l’expose on laisse varier le nombre premier p,
mais on conserve les autres conventions du Chapitre II. En deuxie me
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section on de taillera l’exemple d’un couple (K, p) qui ne ve rifie pas la
conclusion locale (i.e. avec R=Zp) de 3.4.
Si p est un nombre premier et G un groupe abe lien, on notera Gp son
(unique) p-sous-groupe de Sylow.
IV.1. Les Exemples Positifs
Proposition 4.1. Soit p un nombre premier, on suppose que le p-sous-
groupe de Sylow de GK est cyclique, alors (K, p) ve rifie H.B.
Corollaire 4.2. Si GK est cyclique, alors K ve rifie H.A.
De monstration de 4.2. Cela vient de l’e quivalence entre l’assertion K
ve rifie H.A. et l’assertion pour tout p, (K, p) ve rifie H.B. K
De monstration de 4.1. On fixe J/P. Comme G(J) est un quotient de
GK , son p-sous-groupe de Sylow est cyclique. On e crit G(J)=G$_Gp ou
Gp est ce p-Sylow cyclique et ou p |3 *G$. Soit h un ge ne rateur de Gp . On
note X l’ensemble des caracte res Qp-irre ductibles de G$, et pour chaque
e le ment / de X, on note e~ / l’idempotent de Zp[G$] associe a /. On a alors:
Z[G(J)]
N(J)
Zp $ 
/ # X
e~ /
Z[G(J)]
N(J)
Zp $ 
/ # X
e~ / Zp[G(J)]
e~ /N(J)Zp
Soit G$l le plus grand sous-groupe de Gal(K(J)K(J&[l])) qui ve rifie
p |3 *G$l , alors pour chaque l # J il existe un couple d’entiers sl et tl avec
psl+tl=*Gp et tel que: N Jl =g # G$l g 
i= ptl
i=1 h
isl. Et on a de plus:
e~ /N Jl ={
0
*G$l e~ / :
i= ptl
i=1
hisl
si _g # G$l tel que /(g){/(1)
sinon
Soit s le maximum des sl et t le minimum des tl , alors comme p |3 *G$
on a:
e~ /N(J)Zp=e~ / \ :
i= pt
i=1
his+ Zp[G(J)]
Si on note A/ l’anneau A/=e~ /Zp[G$] on a donc:
e~ /Zp[G(J)]
e~ /N(J)Zp
$
A/[Gp]
(i= pti=1 h
it) A/[Gp]
et comme pour tout / ce dernier quotient est sans Zp-torsion, cela conclut
notre preuve. K
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Proposition 4.3. Soit p un nombre premier. Pour chaque sous-ensemble
J de P et chaque e le ment l de J, on note GJl, p le p-sous-groupe de Sylow du
sous-groupe d ’inertie en l de G(J). On suppose que GK, p est le produit direct
des sous-groupes: GK, p=>l # P GPl, p . Alors pour tout J/P, G(J)p est le
produit direct: G(J)p=>l # J GJl, p et (K, p) ve rifie H.B.
Corollaire 4.4. Si K est un corps de genre au sens de [5], i.e. si GK est
le produit direct GK=>l # P Gal(KK(P&[l])), alors K ve rifie H.A.
Corollaire 4.5. Soit p un nombre premier impair ne divisant pas le
cardinal des GK coinvariants du groupe des classes de K. Alors (K, p) ve rifie
H.B.
De monstration de 4.3. Par restriction on a l’isomorphisme:
G(J)p $
>l # P G
P
l, p
>l  J G
P
l, p
Et cela donne la premie re affirmation avec la proprie te de restriction des
groupes d’inertie. Pour la deuxie me, on fixe un J/P, on e crit G(J)=G$_Gp
comme dans la preuve 4.1. et on reprend les notations e~ / , A/ et X de cette
preuve. Ici aussi il s’agit de ve rifier que pour tout /, le quotient A/[Gp]
e~ /N(J)Zp est sans Zp-torsion. On conside re le diagramme commutatif
suivant ou les fle ches diagonales repre sentent des applications A/-multi-
line aires et les autres des homomorphismes de A/-alge bres unitaires.
| can
A/[Gp]
 }
l # J
A/
A/[G Jl, p]
? ‘
l # J
A/[G Jl, p]
A/[Gp ]
e~ /N(J )Zp
, }
l # J
A/
A/[G Jl, p ]
e~ /N Jl A/[G
J
l, p ]
s
‘
l # J
A/[G Jl, p]
e~ /N Jl A/[G
J
l, p]
 est l’isomorphisme naturel donne par la premie re affirmation, et s est le
produit des surjections naturelles. Comme can b s est A/-multiline aire, ?
s’obtient avec la proprie te universelle du produit tensoriel. | est l’applica-
tion A/-multiline aire de finie a l’aide des homomorphismes |l : A/[GJl ]
e~ /N Jl A/[G
J
l ]  A/[Gp]e~ /N(J)Zp et de la multiplication dans le deuxie me
anneau. , se de finit par factorisation avec ?((e~ /N Jl ))=0. On peut ve rifier
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que le diagramme commute. La proprie te universelle du produit tensoriel
donne donc, via |, un homomorphisme re ciproque a , qui est un isomorphisme.
On conclut la preuve en remarquant que chaque facteur de  l A/[GJl, p]
e~ /N Jl A/[G
J
l, p] est un A/-module libre (de rang *G
J
l, p si e~ /N
J
l =0 et
*GJl, p&1 sinon) ce qui montre que leur produit tensoriel est sans Zp-torsion.
K
De monstration de 4.4. Voir la preuve de 4.2. K
De monstration de 4.5. Soit FK le corps de genre abe lien tel que K/FK
/Q(‘cond(K)) et tel que [FK : K] est minimal. Alors l’extension FK K ne
peut e^tre ramifie e qu’aux places archime diennes. F+K , le sous-corps re el
maximal de K, est donc un sous-corps abe lien sur Q du corps de classe de
Hilbert de K. Donc p |3 [F +K : K] et puisque p{2, p ne divise pas [FK : K].
Cela prouve que la restriction re alise un isomorphisme entre la p-partie du
groupe de Galois de FK sur Q et celle du groupe de Galois de K sur Q. Les
proprie te s de restriction des sous-groupes d’inertie montrent que (K, p)
ve rifie l’hypothe se de 4.3 donc H.B. K
Proposition 4.6. Si *P(K)2, alors K ve rifie H.A.
De monstration. Soit J/P. Si *J1, il est clair que Z[G(J)]N(J) est
sans Z-torsion. On peut donc supposer que l’on a J=P=[l1 , l2]. On note
ici Gi=Gal(KK([li])) (pour i=1 ou 2). Soit x # Z[GK] dont l’image est
de torsion. Il s’agit de montrer que x # N(P). Par hypothe se, il existe s # Z
tel que sx # N(J). Soit H=G1 & G2 et on de signe par NH=h # H h. On a
e videmment sx # (Z[GK])H=NH Z[GK] et comme Z[GK]NHZ[GK] est
sans torsion on a aussi x # NH Z[GK]. Soit donc x$ un e le ment de Z[GK]
tel que x=NH x$. On fixe pour i=1 ou 2 deux syste mes de repre sentant
dans Gi , disons [gi, k]k=tik=1 du quotient GiH. Par hypothe se, il existe deux
e le ments x1 et x2 de Z[GK] qui ve rifient:
sx=sNH x$=N Pl1 x1+N
P
l2
x2=NH \ :
j=t1
j=1
g1, j x1+ :
j=t2
j=1
g2, jx2 +
On utilise ici l’isomorphisme:
NH Z[GK] w

Z _G1H &Z _
G2
H &
NH g [ g1, i Hg2, jH avec g1, i g2, jH= gH
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On voit alors qu’il existe deux e le ments disons x 1 et x 2 de Z[G1 H]
Z[G2 H] tels que:
s(NHx$)=\ :g # (G1H) g1+ x 1+\ :g # (G2H) 1g+ x 2
Comme d’autre part il est clair que:
Z _G1H &Z _
G2
H &
(N(J))
$
Z _G1H &
\:k g1, k+ Z _
G1
H &
}
Z _G2H &
\:k g2, k+ Z _
G2
H &
est sans Z-torsion,
on a l’existence de deux e le ments x$1 et x$2 tels que (NH x$)=(g g1) x$1
+(g 1g) x$2 . En appliquant &1 on trouve ici:
x=NH x$= :
i=t1
i=1
g1, i&1(x$1)+ :
i=t2
i=1
g2, i&1(x$2) # N(P) K
IV.2. Deux Exemples Ne gatifs
Avec p=2 et K=Q(- 5.17, - 5.13) (voir Remarque 3.2), on obtient avec
les me^mes techniques que celles qui suivent un exemple de couple (K, p)
pour lequel H 0(G10 , D1(K)){0. On choisit de pre senter ici un exemple plus
significatif, avec p=3, mais un peu plus difficile a de crire explicitement.
Pour les proble mes survenant en 2 on pourra se rapporter a [10] ou une
ame lioration explicite en 2 de CS(K) est construite. Les calculs ne cessaires
a l’e laboration de cet exemple ont e te re alise s a l’aide du logiciel GP PARI.
Soit m=7.181.673.3037, on va travailler dans un sous-corps de Q(‘m). Les
premiers li # [7, 181, 673, 3037] ont e te choisis pour ve rifier:
\i: li #1[3] et \j: i{ j O li est un cube modulo lj (1)
Les proprie te s arithme tiques d’un corps K de conducteur m qui servent
notre de marche sont les suivantes:
(a) GK &
Z
3Z

Z
3Z
(b) Chacun des quatre sous-groupes cycliques non-triviaux de GK est
le sous-groupe d’inertie de l’un des quatre e le ments de P (ici cela revient
a dire que dans chaque sous-corps cubique de K, exactement trois e le ments
de P sont ramifie s).
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Plusieurs sous-corps bi-cubiques de Q(‘m) ve rifient la condition (b). A
titre d’exemple, on prend pour K le corps de rupture (et de de composition)
du polyno^me:
X9&3X8&6335955X7+2459856427X 6+9080370048953X5
&4520985235480441X4&1924917910115362484X3
+843128942882377125914X2+16946067409725768149949X
&14705849276302066316183777
Les quatre sous-corps cubiques de K (disons M1 , M2 , M3 , M4) sont respec-
tivement les corps de rupture des polyno^mes P1 , P2 , P3 , P4 et respectivement
les corps d’inertie dans K des premiers l1 , l2 , l3 , l4 suivants:
P1=X3&X2&123315360X+296093881867; l1=7
P2=X3&X2&4769102X+3507409816; l2=181
P3=X3&X2&1282626X&442363571; l3=673
P4=X3&X2&284230X+38592163; l4=3037
Enfin on a besoin de conna@^tre le corps de de composition de 3 dans K. Ici
on a Kdec=M4 . On note [1, , 2] les e le ments de G10 caracte rise s par:
=\B17 +
&1
=\B1673+
&1
et 2=\ B13037+
&1
Pour l # P on notera Jl=P&[l]. En utilisant l’identite 3=&N P7 N
P
181+
l # P N Pl , (V), (VV) et le fait que 181 est de compose dans B1 on constate
qu’on a:
3=1(P)= :
l # P
N Pl =1(P)&N
P
7 N
P
181=1(P)
= :
l # P \1&\
K(Jl)
l +
&1
\B1l +
&1
+ =1(Jl)
Mais ici les l ont e te choisis de telle sorte que (K(Jl)l )=1, et, notre
e quation se re e crit:
(-) 3=1(P)=(1&) =1(J7)+(1&) =1(J673)+(1&2) =1(J3037)
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En utilisant les identite s formelles (1&)(2&&2)=3(1&), (1&2)
(2&&2)=3(1&)(1+) et (2&&2)=(1&)(1&2) on voit
qu’en multipliant (-) par 2&&2 on obtient:
3(1&)(1&2) =1(P)=3(1&)(=1(J7)+=1(J673)+(1+) =1(J3037))
On note u=(1&2) =1(P)&(=1(J7)+=1(J673)+(1+) =1(J3037)). Comme
D1(K) est sans Z-torsion, cette dernie re identite donne (1&) u=0 c’est-a -
dire u # D1(K)G
1
0. Notre but dans cette section est de montrer:
Proposition 4.7. u # D1(K)G
1
0 et u  N 10 D1(K) de telle sorte que H
0(G10 ,
D1(K)){0 et que D1(K)Zp &3 (Zp[G10])
gP fP& gP+1Zp[G10]N
1
0)
gP+1
De monstration. Compte tenu de ce qui pre ce de, il reste a voir que
u  N 10D1(K). En fait, on montre quelque chose d’un peu plus fort:
Lemme 4.8. u  D0(K).
Remarque 4.9. Cela donne de plus que u # CS(K1)G
1
0&CS(K), et montre
que l’Hypothe se B n’est pas superflue, par exemple vis-a -vis de la
Proposition 3.14.
De monstration de 4.8. On utilise une Z-base de D0(K). Dans ce cas
celle-ci est facile a construire. En fait les relations (V) et (VV) permettent de
voir, comme D0(K) est sans Z-torsion et que tous les l # P sont de compose s
dans les K(Jl), que =0(P)=1. On en de duit, en conside rant les rangs sur Z,
que D0(K) co@ ncide avec la somme directe interne:
D0(K)=Z3 
l # P
Z[G(Jl)]
N K(Jl)
Q
=0(Jl) 
l # P
Zl.
Pour conclure que u  D0(K), il suffit de calculer les coefficients dans
cette base de 3u=N 10u. Or comme Kdec=K(J3037) on a N
1
0=1(J3037)=1, et
comme N 10 =1(P)=1, on en de duit:
N 10u=&N
1
0 =1(J7)&N
1
0 =1(J673)
=&\1&\K(J7)3 +
&1
+ =0(J7)&\1&\K(J673)3 +
&1
+ =0(J673)
Et comme 3 est inerte dans K(J7) et K(J673), ces coefficients ne sont pas
divisibles par 3. K
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